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1. Dokazati nejednakost
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Rjesenje: Dokaz indukcijom.

Baza: n=1
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§to je ocigledno tacno.



Dakle,
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Dokaz je gotov.

. Zamislimo proceduru koja se odvija po sljedeéim pravilima. Date su kartice s vrijednostima
od 1, 10 i 25 bodova. Ako ulozite karticu od 1 boda, dobijate karticu od 10 bodova. Ako
ulozite karticu od 10 bodova, dobijate 1 karticu od 1 boda i jednu karticu od 25 bodova. Ako
ulozite karticu od 25 bodova dobijate 2 kartice po 10 bodova.

Na pocetku igra¢ ima jednu karticu od 10 bodova.

Nakon nekog vremena igra¢ ima tacno 100 kartica sa po jednim bodom i neSto drugih kartica.

Koja je najmanja vijednost kartica koju u tom trenutku igra¢ moze imati?

Rjesenje: Neka (a,b,c) oznacava trenutan broj kartica s vrijednostima (1,10,25), respek-

tivno. Nakon

e ulozene kartice of 1 boda, imamo (a — 1,0+ 1, ¢);
e ulozene kartice of 10 bodova, imamo (a + 1,0 — 1,¢+ 1);

e ulozene kartice of 25 bodova, imamo (a,b+ 2,¢ — 1).

Na pocetku smo imali (a,b,c) = (0,1,0). Ako smo x puta ulozili karticu od 1 boda, y puta

karticu od 10 bodova i z puta karticu od 25 bodova, nakon toga ¢emo imati
(—x+y,14+z—y+2z,y—2).
Kako na kraju imamo tacno 100 kartica od 1 boda, znamo
—x +y = 100.
treba dakle na¢i najmanju vrijednost za
S=(—z+y)+10-(14+2—y+22)+25-(y—2) =10+ 9z + 16y — 5z.
Kako je z = y — 100, gornji izraz prelazi u

S =10+ 9y — 900 + 16y — 5z = —890 + 5(5y — z)



Sto ¢e biti najmanje kada 5y — z bude najmanje moguce, tj. kada je y Sto manje, a z §to vece.

Primijetimo da mora biti
y=x+100>100, 1+ z—-—y+222>20,y—2>20 = y>100, 22>99, y > z.

Rezultat je dakle najmanji za y = z = 100 i tada je S = 1110.

. Izra¢unati sumu
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Rjesenje: Posmatrajmo sumu
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Nalazeci izvod ove sume, dobijamo
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Uvrstavajuéi ovdje x = 2 zakljucujemo:

2015
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Zadatak se moze rijesiti i bez upotrebe izvoda. Naime,
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=2015- 20 — (1 42+ 2% + ... +2°01%) = 2015 - 2291 — (2201 — 1) = 2014 - 2291 4 1.



4. Na stranici AB ostrouglog trougla ABC data je tacka S. Neka su P i @) centri kruznica
opisanih oko trouglova ASC i BSC. Odrediti polozaj tacke S (na stranici AB) tako da

trougao PQS ima najmanju moguéu povrsinu.

Rjesenje: Oznac¢imo uglove trougla sa «, 5 i 7. Po uslovu zadatka imamo «, 3,7 < 90°.
Neka je w = ZASC. Kako je SP polupreénik kruznice opisane oko trougla ASC, to vazi
_ JAC

2sinw’
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Analogno, S@Q je polupreénik kruznice opisane oko trougla BC'S pa vazi:
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Dalje je
LPSQ = /LPSC+ £QSC =

1 1
(900 - §ASPC) + (900 - EZSQC) ==
(90° —a) + (90° — B) = 180° —a — B = 1.
Dobijamo da je
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Minimum se dostize za sin“w = 1 to jest za w = 90° odnosno kada je S podnozje visine iz

tjemena C na stranicu AB.




